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Bases Fundamentales de sistemas tridimensionales

Sea la ecuacién lineal X'(t) = AX(t) con A € M(3,IR) y X(¢) = (z(t) y(t) 2(t)), se
tienen los siguientes casos segin los autovalores de A:

1 Sio(A) = {A1, A2, A3} con \; # \j si ¢ # j, entonces una base fundamental del
sistema esta formada por

Xi(t) = eMvy, vy € ker(A — M\ ),
Xo(t) = eMlvy, vy € ker(A — M),
X3(t) = eMlvs, v3 € ker(A — \31).

2 Si o(A) = {\1, A2} con Ay # Ay siendo \; autovalor simple y Ay autovalor doble,
entonces tendremos las siguientes posibilidades
2.1 Si dim(ker(A — A\o1)) = 2, entonces una base fundamental sera
Xi(t) = eMtvy, vy € ker(A — A1),
Vo, vy € ker(A — A1) L

2.2 Si dim(ker(A — X\yJ)) = 1, entonces una base fundamental sera

X1 (t) = 6)\1tV1, Vi € ker(A — )\1]),
Xg(t) = 6)\2tV2, Vo € ker(A - )\2[),
X3(t) = M (I + (A — Mo I)t)vz, vz € ker(A — \oD)? \ ker(A — \o1).

Teniendo en cuenta que si vz € ker(A — A\o1)? \ ker(A — X\o1) entonces (A —
Aal)vs € ker(A — A\y1) y es un vector no nulo, asi podemos escribir:

X1 (t) = eMtvy, vy € ker(A — \ 1),
Xo(t) = eMtvy, vy € ker(A — MoT)? \ ker(A — A\oT)
Xg(t) = 6/\2t(V3 + th) Vo = (A — )\2])V3.

3 Sio(A) = {A}, luego A serfa un autovalor triple, se tienen los siguientes casos:

3.1 Cuando dim(ker(A—\I)) = 3, es decir ker(A—AI) = IR?, una base fundamental
estaria formada por

Xl(t) = €AtV1,
Xo(t) = eMvy, v, vy, vy € R L.
X3(t) = eMvy,

3.2 Cuando dim(ker(A — AI)) = 2 podemos tomar como base fundamental

X1 (t) = eAch .
Xo(t) = My, vy, vy € ker(A — \I) Li.
X3(t) = eM(I + (A — M)t)vs, vs € ker(A— X2\ ker(A — \I)
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3.3

Haciendo la misma observacion que en el Caso 2.2, también podemos escribir
la base fundamental:

X1 (t) = eMvy,

Xo(t) = eMvy,

Xg (t) = 6)\t(V3 + th)
siendo v3 € ker(A — AI)? \ ker(A — A1), vo = (A — M )v3 y v; € ker(A — \)
linealmente independiente con vs.
Si dim(ker(A—AI)) = 1, entonces dim (ker(A — \)?) = 2y ker(A—\I)? = IR®.
Una base fundamental vendria dada por las funciones

(A — A)t)va,
(A= At + 5 (A= A)2vy),

donde
vy € ker(A — \I),

vy € ker(A — AI)? \ ker(A — \I),
vs € IR? \ ker(A — \I)2.

Teniendo en cuenta que si vz € IR® \ ker(A — AI)? se verifica que el vector
(A=XI)vs € ker(A—\I)*\ker(A—\I) y que el vector (A—XI)*v3 € ker(A—\I)
y es no nulo, entonces podemos escribir la base fundamental como sigue:

Xo(t) = eM(vy + tvy),
2
Xy(t) = e <V3 Ttvy + %w) :

siendo vz & ker(A — M )%, vy = (A= A)vz y vi = (A — \I)?v3.

Matriz de Jordan
La matriz de Jordan en el caso de 3 autovalores simples es:

A 000
0 X O
0 0 As

En el caso de un autovalor A\; simple y Ay doble las posibles matrices de Jordan son:

A 000 A 0 0
0 )\2 0 5 0 )\2 1
0 0 X 0 0 X

En el caso de un autovalor triple A las posibles matrices de Jordan son:

A0 0 A0 0 A1 0
oxO0], [0ox1], |01
00 A 00 A 00 A



